
多元随机变量 条件期望 常用多元随机变量

多元随机变量

司继春

1上海对外经贸大学

2023年10月

司继春 多元随机变量



多元随机变量 条件期望 常用多元随机变量

概览

1 多元随机变量

2 条件期望

3 常用多元随机变量

司继春 多元随机变量



多元随机变量 条件期望 常用多元随机变量

多元随机变量

多元随机变量的定义
（随机向量）给定一个概率空间(Ω,F ,P)，一个n维的随机向
量X即从样本空间到n维欧几里得空间的函数，X : Ω → Rn。

向量表达
注意以上定义我们使用了向量的表达方式，即：

X =

 X1

...
Xn

 , x =

 x1
...
xn


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多元随机变量
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Figure: 四面骰子
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多元随机变量

多元随机变量
投两个均匀的四面骰子，则Ω = {(1, 1) , (1, 2) , . . . (4, 4)}：
1、定义随机变量Y为两个骰子的数值之和
2、定义Z为两个骰子中较小的骰子的数值，如上图所示。
那么向量(Y, Z)′ = X : Ω → R2为一个随机向量，其可能的取值
为{(y, z) , y ∈ {2, ..., 8} , z ∈ {1, 2, 3, 4}}。例
如，X−1 ({(5, 2)}) = {(2, 3) , (3, 2)}
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联合分布函数

联合分布函数
由(Ω,F ,P)导出的概率空间(Rn,Bn, P )的联合分布函数（joint
c.d.f.）定义为：

F (x) = F (x1, x2, ..., xn)

= P (X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn)

= P ((−∞, x1]× (−∞, x2]× · · · (−∞, xn])

= P
(
X−1 ((−∞, x1]× (−∞, x2]× · · · (−∞, xn])

)
∀x ∈ Rn。

联合分布函数为单调递增
且F (−∞,−∞, ...,−∞) = 0，F (∞,∞, ...,∞) = 1
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联合密度函数

联合密度函数
1 如果随机向量X的每个分量都是离散型随机变量，那么可以

定义联合概率质量函数p.m.f为：

f (x1, x2, ..., xn) = P ({X1 = x1, ..., Xn = xn})

2 如果随机变量X的联合分布函数连续，如果函数f (x)满
足：P (X ∈ A) =

∫
A f (x) dx, x ∈ Rn, A ∈ Bn那么我们

称f (x)为其联合概率密度函数p.d.f。特别的，如果联合分布
函数F (x)可微那么：

f (x1, x2, ..., xn) =
∂nF (x1, x2, ..., xn)

∂x1∂x2 · · · ∂xn
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概率质量函数

概率质量函数
四面骰子例子中的概率质量函数可以用下表描述：

Z\Y 2 3 4 5 6 7 8
1 1

16
2
16

2
16

2
16 0 0 0

2 0 0 1
16

2
16

2
16 0 0

3 0 0 0 0 1
16

2
16 0

4 0 0 0 0 0 0 1
16
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概率密度函数

概率密度函数
如果随机向量X = (X1, X2)的两个分量分别服从正态分布，且相
互独立，那么其概率密度函数为：

f (x) =
1

2πσ1σ2
exp

{
−(x1 − µ1)

2

2σ2
1

− (x2 − µ2)
2

2σ2
2

}
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边缘分布

• 如果X = (X1, ..., Xn)为随机向量，那
么X̃ = (Xi1 , Xi2 , ..., Xik) , 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n也是一
个随机向量。X̃的联合分布函数可以通过F (x)来定义，即
令F (x)中满足j /∈ {i1, ...ik}的分量为∞。

• 如对于三维随机变量X = (X1, X2, X3)，则X̃ = (X1, X2)的
分布函数为：F

X̃
(x̃) = F (x̃1, x̃2,∞)。

• 特别的，对于随机向量X的每个分量Xi，我们可以定义其边
缘分布函数（marginal c.d.f.）为：

FXi (xi) = F (∞, ..., xi, ...,∞)

• 意边缘分布函数对应着一元随机变量Xi的分布函数。
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边缘分布

边缘质量函数
四面骰子例子中，X = (Y, Z)，Y和Z的边缘概率质量函数如下
表所示：

Z\Y 2 3 4 5 6 7 8 FZ fZ
1 1

16
2
16

2
16

2
16 0 0 0 7

16
7
16

2 0 0 1
16

2
16

2
16 0 0 12

16
5
16

3 0 0 0 0 1
16

2
16 0 15

16
3
16

4 0 0 0 0 0 0 1
16

16
16

1
16

FY
1
16

3
16

6
16

10
16

13
16

15
16

16
16

∑
fZ
||

fY
1
16

2
16

3
16

4
16

3
16

2
16

1
16

∑
fY = 1
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边缘密度函数
对于随机向量X = (X1, ..., Xn)，其联合分布函数
为F (x) = F (x1, x2, ..., xn)，那么：

• 联合密度函数为：

f (x) =
∂nF (x1, x2, ..., xn)

∂x1∂x2 · · · ∂xn
• 边缘密度函数：

fXi (xi) =
∂FXi (xi)

∂xi
=

∫
R
· · ·
∫
R
f (x1, x2, ..., xn) dx1 · · · dxi−1dxi+1 · · · dxn

• 边缘分布函数：

FXi (a) = F (∞, ..., xi = a, ...,∞)

=

∫ a

−∞
fXi (xi) dxi

司继春 多元随机变量



多元随机变量 条件期望 常用多元随机变量

边缘分布
边缘密度函数
上例中的联合正态分布，其边缘分布函数为：

FX1
(t) =

∫
R

∫ t

−∞
f (x1, x2) dx1dx2

=
1

2πσ1σ2

∫
R

∫ t

−∞
exp

{
−
(x1 − µ1)

2

2σ2
1

−
(x2 − µ2)

2

2σ2
2

}
dx1dx2

=
1

2πσ1σ2

∫
R
exp

{
−
(x2 − µ2)

2

2σ2
2

}
dx2

∫ t

−∞
exp

{
−
(x1 − µ1)

2

2σ2
1

}
dx1

=
1

√
2πσ1

∫ t

−∞
exp

{
−
(x1 − µ1)

2

2σ2
1

}
dx1

则其边缘密度函数为：

fX1
(t) =

dFX1
(t)

dt
=

1
√
2πσ1

exp

{
−
(t− µ1)

2

2σ2
1

}
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边缘分布

注意如果只确定了边缘分布，联合分布并不能唯一确定。

联合分布与边缘分布
以下两个联合质量函数具有相同的边缘分布，然而其联合质量函
数并不相同：

Z\Y 0 1 fZ Z\Y 0 1 fZ
0 1

4
1
4

1
2 0 1

12
5
12

1
2

1 1
4

1
4

1
2 1 5

12
1
12

1
2

fY
1
2

1
2 1 fY

1
2

1
2 1
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边缘分布
联合分布于边缘分布
如果随机向量(U, V )，0 ≤ U, V ≤ 1，其分布函数为：

FU,V (u, v) =min {u, v}

其边缘分布：

FU (u) = FU,V (u,∞) = u

FV (v) = FU,V (∞, v) = v

即其边缘分布为均匀分布。如果另一分布函数为：

FU,V (U, V ) = u · v

其边缘分布也为均匀分布。因而如果只知道边缘分布，不能确定
其联合分布。
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多元随机变量的期望
• 多元随机变量分量的期望与一元随机变量的期望定义相同
• 我们通常吧随机向量的期望写为向量形式：

E (X) =


E (X1)
E (X2)

...
E (Xn)


• 对于常数矩阵A，有：E (AX) = AE (X)

• 在这里期望的线性性仍然成立，比如，如
果ι = (1, 1, ..., 1)′为全部由1构成的向量，那么：

E
(
ι′X
)
= E

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

E (Xi)
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协方差

如果对于两个一元随机变量Y, Z，如
果E |Y |2 < ∞,E |Z|2 < ∞，根据Cauchy-Schwarz 不等
式，E |Y Z| ≤

√
E |Y |2 E |Z|2 < ∞，即Y Z可积，我们可以定义

两个随机变量的协方差（Covariance）:

Cov (Y, Z) = E [(Y − E (Y )) (Z − E (Z))]

= E [Y Z − E (Y )Z − ZE (Y ) + E (Y )E (Z)]

= E (Y Z)− 2E (Y )E (Z) + E (Y )E (Z)

= E (Y Z)− E (Y )E (Z)

当Y = Z时，Cov (Y, Y ) = E
(
Y 2
)
− [E (Y )]2 = V (Y )。
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相关系数

进而可以使用协方差定义相关系数（correlation coefﾞcient）：

ρY,Z =
Cov (Y, Z)√
V (Y )V (Z)

由于：

Cov (Y, Z) = E [(Y − E (Y )) (Z − E (Z))]

≤ E |(Y − E (Y )) (Z − E (Z))|

≤
√
E |(Y − E (Y ))|2 E |Z − E (Z)|2

=
√
V (Y )V (Z)

可知−1 ≤ ρY,Z ≤ 1。
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相关系数

• 如果ρY,Z = ±1，那么P (Y = c1Z + c2) = 1, c1 ̸= 0；
• 如果ρY,Z > 0，我们称随机变量Y和Z正相关，反之称为负

相关;
• 如果ρY,Z = 0，我们称随机变量Y和Z不相关

（uncorrelated）。
• 这里所谓的「相关系数」特指皮尔森相关系数（Pearson

correlation coefﾞcient），实际上只度量了随机变量之间的线
性相关性。
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相关系数

联合分布于边缘分布
如果随机变量Y = Z2，Z ∼ N (0, 1)，那么：

Cov (Z, Y ) = EZY − EZEY
= EZ3

= 0

两者相关系数为0，然而显然两者存在着非线性的函数关系。
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协方差

联合密度函数
如果a, b为任意实数，Y和Z为一元随机变量，那么：

V (aY + bZ) = E (aY + bZ)2 − [aE (Y ) + bE (Z)]2

= E
(
a2Y 2 + b2Z2 + 2abY Z

)
−
[
a2 (E (Y ))2 + b2 (E (Z))2 + 2abE (Y )E (Z)

]
= a2V (Y ) + b2V (Z) + 2abCov (Y, Z)

如果Y, Z不相关，那么

V (aY + bZ) = a2V (Y ) + b2V (Z)
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协方差矩阵

如果对于一个随机向量：X = (X1, X2, ..., Xn)
′，我们可以定义

矩阵：

Σ = V (X) = [Cov (Xi, Xj)]

=


V (X1) Cov (X1, X2) · · · Cov (X1, Xn)

Cov (X2, X1) V (X2) · · · Cov (X2, Xn)
...

... . . . ...
Cov (Xn, X1) Cov (Xn, X2) · · · V (Xn)


易知协方差矩阵为实对称矩阵。

司继春 多元随机变量



多元随机变量 条件期望 常用多元随机变量

协方差矩阵的计算
• 根据协方差矩阵的定义，协方差矩阵可以如下计算：

V (X) = E
(
[X − E (X)] [X − E (X)]′

)
注意X为列向量，从而：

X − E (X) =

 X1 − E (X1)
...

Xn − E (Xn)


从而：[X − E (X)] [X − E (X)]′ =


(X1 − E (X1))

2 (X1 − E (X1)) (X2 − E (X2)) · · · (X1 − E (X1)) (Xn − E (Xn))

(X2 − E (X2)) (X1 − E (X1)) (X2 − E (X2))
2 · · · (X2 − E (X2)) (Xn − E (Xn))

...
...

. . .
...

(Xn − E (Xn)) (X1 − E (X1)) (Xn − E (Xn)) (X2 − E (X2)) · · · (Xn − E (Xn))2



求期望即可。
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协方差矩阵的性质

与方差、协方差的性质类似，协方差有如下性质：
• V (X) = E (XX ′)− E (X)E (X ′)

• V (AX + b) = AV (X)A′，其中A为常数矩阵，b为常数向量
• 协方差矩阵为实对称矩阵，且为半正定矩阵

• 对于任意常数向量a，有：a′V (X) a = V (a′X) ≥ 0

• 如果存在一个向量a和常数b使得a′X = b，那么V (X)不满
秩。

• 对于一个实对称半正定矩阵，其特征值一定大于等于0，如
果a′X = b，那么一定有特征值等于0，从而不满秩。
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随机变量的独立性

随机变量的独立性
如果{Xi, 1 ≤ i ≤ n}是定义在概率空间(Ω,F ,P)上的一系列随
机变量，如果对于任意的Borel集{Bi, 1 ≤ i ≤ n}，有：

P

(
n⋂

i=1

(Xi (ω) ∈ Bi)

)
=

n∏
i=1

P (Xi (ω) ∈ Bi)

那么我们称随机变量{Xi, 1 ≤ i ≤ n}相互独立。
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随机向量的独立性
对于随机向量，以上定义等价于：

随机向量的独立性
随机向量(X1, ..., Xn)各分量相互独立的充要条件是其联合分布
函数等于边缘分布乘积：

F (x1, ...xn) = P (X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn)

=

n∏
i=1

P (Xi ≤ xi) =

n∏
i=1

FXi (xi)

如果密度（质量）函数存在，那么：

f (x1, ..., xn) =

n∏
i=1

fXi (xi)
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随机向量的独立性

独立性
若概率质量函数为：

Z\Y 2 3 4 5 6 7 8 FZ fZ
1 1

16
2
16

2
16

2
16 0 0 0 7

16
7
16

2 0 0 1
16

2
16

2
16 0 0 12

16
5
16

3 0 0 0 0 1
16

2
16 0 15

16
3
16

4 0 0 0 0 0 0 1
16

16
16

1
16

FY
1
16

3
16

6
16

10
16

13
16

15
16

16
16

∑
fZ
||

fY
1
16

2
16

3
16

4
16

3
16

2
16

1
16

∑
fY = 1

可见fZ,Y ̸= fZ · fY ，所以随机变量(Y, Z)不独立。
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随机向量的独立性

独立性
两个联合分布函数：

F 1
U,V (u, v) =min {u, v}

F 2
U,V (u, v) = u · v

其边缘分布都为均匀分布，即FU (u) = u, FV (v) = v，然而由
于：

F 1
U,V (u, v) =min {u, v} ̸= FU (u) · FC (v)

F 2
U,V (u, v) = u · v = FU (u) · FC (v)

因而联合分布服从F 1
U,V 的随机变量不是相互独立的，而服

从F 2
U,V 的随机变量是相互独立的。
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随机变量函数的独立性

随机变量函数的独立性
{Xj , 1 ≤ j ≤ n}为一系列相互独立的随机变
量，1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk = n，那么对于Borel可测函
数f1, f2, ...fk，那么：{

f1 (X1, ...Xn1) , f1 (Xn1+1, ...Xn2) , · · · , fk
(
Xnk−1+1, ...Xnk

)}
也为相互独立的随机变量
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独立与不相关

独立与不相关
如果概率空间(Ω,F ,P)上的随机向量X = (Y, Z)′，Y和Z相互
独立且可积，那么：

E (Y Z) = E (Y )E (Z)

因而，如果两个随机变量相互独立，那么其协方
差Cov (Y, Z) = E (Y Z)−E (Y )E (Z) = 0。然而反之并不成立。
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条件期望

• 令(Y,X)为一个二元随机向量，如何使用随机变量X预测随
机变量Y？

• 在统计中，我们把这类问题成为回归（regression）。
• 如果我们观察到了随机变量X的值，那么X的何种函数形式

可以更好的预测Y呢？
• 比较常见的做法是最小化均方误差（mean squared error）：

min
h∈L 2

{
E
[
(Y − h (X))2

]}
其中

L 2 =
{
h|h : R → R,E

[
(h (X))2

]
< ∞

}
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条件期望

• 定义误差项ϵ = Y − h0 (X)，对于随机变量X的任意函
数g (X)，我们有：

E [ϵ · g (X)] = 0

• 如果令g (X) = 1，那么我们有

E [ϵ · g (X)] = E [ϵ] = E [Y − h0 (X)] = 0

因而E (Y ) = E (h0 (X))。
• 从而E [ϵ · g (X)] = 0意味着

Cov (ϵ, g (X)) = E [ϵ · g (X)]− E (ϵ)E [g (X)] = 0

即ϵ与X的任意函数都不相关。
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条件期望
• 通过反证法证明，如果存在g (X)使得E [ϵ · g (X)] ̸= 0，那

么我们令

h (X) = h0 (X) +
E [g (X) ϵ]

E [g2 (X)]
g (X)

根据这一构造，
有：E

[
(Y − h (X))2

]
< E

[
(Y − h0 (X))2

]
，与h0 (X)最小

化了均方误差矛盾。
• 我们称h (X)为Y在X上的正交投影（orthogonal

projection）。
Y

X

e

E(Y |X)
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条件期望

• 我们知道，

E (Y ) = argmin
c∈R

{
E (Y − c)2

}
• 仿照上式，我们可以定义随机变量Y给定X的条件期

望（conditional expectation）：

E (Y |X) = h0 (X) = arg min
h∈L 2

{
E
[
(Y − h (X))2

]}
因而随机变量Y给定X的条件期望E (Y |X)是一个关于X的
函数。
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条件期望与期望

• 期望可以看做是没有任何其他信息时的最优预测，即只用常
数对Y进行预测，是条件期望的特例：

E (Y |c) = c∗ = argmin
h∈H

{
E
[
(Y − c)2

]}
• 这也就意味着：

• 期望本身是对一个随机变量的最优预测
• 具体的一个实现与期望之间的差异为误差项
• 比如：

• 如果全国所有人的平均体重为60公斤，那么随机从人群中选
取一个人，对其体重的最优预测为60公斤

• 单独每个人的体重与60公斤之间的差距为误差项
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条件期望：离散情形

现在，进一步，如果我们能看到一个变量D ∈ {0, 1}，那么：

E (Y |D) = argmin
h∈H

{
E
[
(Y − h (D))2

]}
=

{
E (Y |D = 1) = h (1) D = 1

E (Y |D = 0) = h (0) D = 0

• 比如，现在我们可以观察到性别（D = 1代表男性），全国
所有男性的平均体重为70公斤，所有女性平均体重为50公斤

• 那么： {
E (Y |D = 1) = 70

E (Y |D = 0) = 50

即条件期望为分组平均
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条件期望：连续情形

或者，如果我们能看到一个变量X为连续型变量，那么

E (Y |X) = argmin
h∈H

{
E
[
(Y − h (X))2

]}
为一个未知的函数：

• 比如，如果我们现在可以观察到身高（X）
• 可以假想如果有无数个身高一样的人的平均体重，如：

E (Y |X = 170)

即为条件期望。
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条件期望的性质

条件期望的性质
对于任意的可测函数g (X)，条件期望有如下性质：

1 E [g (X) |X] = g (X)；
2 E [(Y − E (Y |X)) · g (X)] = 0；
3 E [E (Y |X)] = E (Y )，E [Y − E (Y |X)] = 0；
4 E [(g (X) · Y ) |X] = g (X) · E (Y |X)；
5 E (aY1 + bY2|X) = aE (Y1|X) + bE (Y2|X)。
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条件期望的性质

银行到达人数
假设每天到达银行的人数服从泊松分布N ∼ P (λ)，而每个到达
银行的人，办理外汇业务的概率为p。那么给定到达人数N，办
理外汇业务的人数M服从二项分布，
即M |N ∼ Bi (N, p) , N ∼ P (λ)。那么每天来银行办理外汇业务
的人数的期望：

E (M) = E [E (M |N)] = E (Np) = pE (N) = pλ
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均值独立
• 注意到如果我们没有任何信息，因而只能用常数c去预

测Y，那么以上最小化问题：

E (Y |c) = c∗ = arg min
h∈L 2

{
E
[
(Y − c)2

]}
对以上最优化问题求解，即：

∂E
[
(Y − c)2

]
∂c

= E

[
∂ (Y − c)2

∂c

]
= 0

从而得到：E (Y |c) = E (Y )
• 即如果我们没有任何其他随机变量的信息，只能用常数预

测Y，那么我们将得到Y的期望。
• 如果有其他随机变量X，但是E (Y |X) = E (Y )，那

么X对Y的均值没有预测能力，因而我们称Y对X是均值独
立（mean independence）的。
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均值独立

• 如果随机变量Y对X是均值独立的，那么：

Cov (X,Y ) = E (XY )− E (X)E (Y )

= E (E (XY |X))− E (X)E (Y )

= E (XE (Y |X))− E (X)E (Y )

= E (XE (Y ))− E (X)E (Y ) = 0

因而随机变量Y和X必然是不相关的。反之则不成立，不相
关并不一定意味着均值独立。

• 实际上，可以证明，Cov (g (X) , Y ) = 0，即Y对X是均值
独立的意味着Y与X的任意函数都不相关。

• 反过来不一定正确，即Cov (g (Y ) , X) = 0不一定成立
（why?）

司继春 多元随机变量



多元随机变量 条件期望 常用多元随机变量

条件方差
• 相应的，我们还可以定义条件方差

V (Y |X) = E
[
(Y − E (Y |X))2 |X

]
• 根据条件期望的性质：

V (Y |X) = E
[
(Y − E (Y |X))2 |X

]
= E

{[
Y 2 + [E (Y |X)]2 − 2Y E (Y |X)

]
|X
}

= E
(
Y 2|X

)
+ E

{
[E (Y |X)]2 |X

}
− 2E [Y E (Y |X) |X]

= E
(
Y 2|X

)
+ [E (Y |X)]2 − 2E (Y |X)E [Y |X]

= E
(
Y 2|X

)
− [E (Y |X)]2

其中第4个等号由于E (Y |X)也是X的函数
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条件方差与方差

根据条件期望的性质，可以证明：

V (Y ) = E [V (Y |X)] + V [E (Y |X)]

即条件方差的期望与条件期望的方差之和为方差。

司继春 多元随机变量



多元随机变量 条件期望 常用多元随机变量

条件方差

银行到达人数的方差
在银行到达人数的例子中，可以计算每天办理外汇业务的人数的
方差：

V (M) = V (E (M |N)) + E (V (M |N))

其中E (M |N) = Np，因而

V [E (M |N)] = V (Np) = p2V (N) = p2λ

而V (M |N) = Np (1− p)，从而

E (V (M |N)) = E (Np (1− p)) = λp (1− p)

从而
V (M) = p2λ+ λp− λp2 = λp
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条件分布
• 如果对于随机向量(X,Y )，我们

取1A (x) = 1 if x ∈ A else = 0，这是一个随机变量X的函
数，因而
E (Y · 1A (X)) = E [E (Y |X) · 1A (X)] = E [h0 (X) · 1A (X)]

• 若X,Y是离散型随机变量，那么我们令A = {X = xi}有：
E (Y · 1 {X = xi}) = h0 (xi) · P (X = xi)

从而：

E (Y |X = xi) = h0 (xi) =
E (Y · 1 {X = xi})

P (X = xi)

=

∑∞
k=0 [yk · P (Y = yk, X = xi)]

P (X = xi)

=

∞∑
k=0

yk ·
P (Y = yk, X = xi)

P (X = xi)

司继春 多元随机变量



多元随机变量 条件期望 常用多元随机变量

条件分布

• 对于连续型随机向量(X,Y )，可以证明：

E (Y |X = x) = h0 (x) =

∫
R yf (x, y) dy

fX (x)
=

∫
R
y
f (x, y)

fX (x)
dy

• 由于E [Y − E (Y |X)] = 0，从而：∫
R
[y − h0 (x)] f (x, y) dy = 0

• 固定x，那么以上条件意味着：∫
R
yf (x, y) dy = h0 (x)

∫
R
f (x, y) dy = h0 (x) fX (x)
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条件分布

条件密度函数
对于离散型随机变量，定义

fY |X (y|x) = P (Y = y,X = x)

P (X = x)
=

P (Y = y,X = x)∑
y P (Y = y,X = x)

对于连续型随机变量，定义

fY |X (y|x) = f (x, y)

fX (x)
=

f (x, y)∫
R f (x, y) dy

我们把fY |X (y|x)定义为条件密度函数（conditional denstiy
function）。
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条件密度函数

• 条件期望可以写为条件密度函数的积分

E (Y |X) =

∫
R
y · fY |X (y|x) dy

• 注意：对于离散型随机变量：∑
y

fY |X (y|x) =
∑
y

P (Y = y,X = x)∑
y P (Y = y,X = x)

= 1

而对于连续型随机变量：∫
R
fY |X (y|x) dy =

∫
R

f (x, y)∫
R f (x, y) dy

dy = 1

因而条件密度函数也是密度函数。
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独立与均值独立
• 如果随机变量X和Y是独立的，那么：

fY |X (y|x) = f (x, y)

fX (x)
=

fX (x) · fY (y)

fX (x)
= fY (y)

即两个随机变量独立的充要条件是fY |X = fY 。
• 在独立的条件下：

E (Y |X) =

∫
R
y · fY |X (y|x) dy =

∫
R
y · fY (y) dy = E (Y )

因而如果随机变量X和Y是独立的，那么其一定是均值独立
的，反之则不成立。

• 独立、均值独立、不相关三者的强弱关系如下：

X ⨿ Y
⇒
⇍ E (Y |X) = E (Y )

⇒
⇍ X ⊥ Y

其中X ⨿ Y代表X与Y独立，X ⊥ Y代表X与Y不相关。
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条件密度函数

四面骰子
四面骰子的例子中，其条件密度可以如下计算：

Z\Y 2 3 4 5 6 7 8
1 1

16
2
16

2
16

2
16 0 0 0

2 0 0 1
16

2
16

2
16 0 0

3 0 0 0 0 1
16

2
16 0

4 0 0 0 0 0 0 1
16

fY |Z (y|Z = 1) 1
7

2
7

2
7

2
7 0 0

fY |Z (y|Z = 2) 0 0 1
5

2
5

2
5 0
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条件密度函数

二元正态分布
对于联合正态

(X,Y )′ ∼ N

((
µX

µY

)
,

(
σ2
X ρσXσY

ρσXσY σ2
Y

))
密度函数：

fX,Y (x, y) =
1

2πσXσY

√
(1− ρ2)

· exp
{
−

1

2 (1− ρ2)

[
(x− µX)2

σ2
X

+
(y − µY )2

σ2
Y

−
2ρ (x− µX) (y − µY )

σXσY

]}

其中−1 < ρ < 1为X,Y的相关系数。
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条件密度函数

四面骰子
其边际密度函数为：

fX (x) =

∫
R
fX,Y (x, y) dy

=
1

2πσXσY

√
(1− ρ2)

·
∫
R
exp

{
−

1

2 (1− ρ2)

[(
1− ρ2

)
(x− µX)2

σ2
X

+

(
y − µY

σY
−

ρ (x− µX)

σX

)2
]}

dy

=
1

√
2πσX

exp

{
−
(x− µX)2

2σ2
X

}

或者X ∼ N
(
µX , σ2

X

)
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条件密度函数

四面骰子
其条件密度函数为：

fY |X (y|x) =
fX,Y (x, y)

fX (x)

=
1

√
2πσY

√
(1− ρ2)

exp

−
1

2

(
y − µY − ρ σY

σX
(x− µX)

σY

√
(1− ρ2)

)2


=
1

√
2πσY

√
(1− ρ2)

exp

−
1

2

y −
[
µY + ρ σY

σX
(x− µX)

]
σY

√
(1− ρ2)

2


或者Y |X ∼ N
(
µY + ρ σY

σX
(x− µX) , σ2

Y

(
1− ρ2

))
，也服从正态分布，进而:

• 条件期望E (Y |X = x) = µY + ρ σY
σX

(x− µX)

• 条件方差V (Y |X) = σ2
Y

(
1− ρ2

)
。
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贝叶斯公式

• 使用条件密度函数的定义，我们还可以得到随机变量的贝叶
斯公式。

• 由于：f (x, y) = fX (x) · fY |X (y|x) = fY (y) · fX|Y (x|y)从
而条件密度：

fY |X (y|x) = f (x, y)

fX (x)
=

fX|Y (x|y) · fY (y)∫
R f (x, y) dy

=
fX|Y (x|y) · fY (y)∫

R fX|Y (x|y) · fY (y) dy

以上方程即随机变量的贝叶斯公式，在贝叶斯统计中有大量
的应用。
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条件分布与统计模型

• 统计模型通常研究几个随机变量的联合分布，如F (X,Y )

• 经常我们不需要对联合分布进行建模，而是通过条件分布对
联合分布进行建模。由于：

f (x, y) = fX (x) · fY |X (y|x)

因而我们可以通过对X的边缘分布以及Y |X的条件分布
对X,Y的联合分布进行建模。

• 比如，分层模型（hierarchical model）就通过分层次的假设
条件分布对数据的分布进行建模。

• 有时X的边缘分布不是关注的核心问题，甚至可能只
对Y |X的边缘分布进行建模。
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高斯混合模型

高斯混合模型
如果我们关注某一项疾病指标X，该指标对于患者和健康人群具
有不同的分布。记D = 1为患者，D = 0为健康人群，记患者该
项指标为X1，健康人群该项指标为X0，假设：{

X1 ∼ N
(
µ1, σ

2
1

)
X0 ∼ N

(
µ0, σ

2
0

)
即分别假设了患者和健康人群该项指标的分布，那么观察到的指
标：X = DX1 + (1−D)X0。该模型可以写为：

X|D = 1 ∼ N
(
µ1, σ

2
1

)
X|D = 0 ∼ N

(
µ0, σ

2
0

)
D ∼ Ber (p)
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高斯混合模型

高斯混合模型
为了得到X的密度函数，注意到：

FX (x) = P (X ≤ x) = E [1 (X ≤ x)] = E {E [1 (X ≤ x) |D]}
= E [1 (X ≤ x) |D = 1] · P (D = 1)

+ E [1 (X ≤ x) |D = 0] · P (D = 0)

= Φ

(
x− µ1

σ1

)
· p+Φ

(
x− µ0

σ0

)
· (1− p)

从而：

fX (x) = p
1

σ1
ϕ

(
x− µ1

σ1

)
+ (1− p)

1

σ0
ϕ

(
x− µ0

σ0

)
= pfX1 (x) + (1− p) fX0 (x)
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高斯混合模型

−4 −2 2 4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
X
X1

X0
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高斯混合模型

高斯混合模型
我们可以使用条件期望计算X的期望：

E (X) = E [E (X|D)] = E {E [DX1 + (1−D)X0|D]}
= E {DE (X1|D) + (1−D)E (X0|D)}
= E {Dµ1 + (1−D)µ0}
= µ1E (D) + µ0E (1−D)

= pµ1 + (1− p)µ0
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高斯混合模型

高斯混合模型
此外，如果我们观察到了X，也可以使用贝叶斯公式计算其患病
的概率：

fD|X (d = 1|x) =
fX|D (x|d = 1) fD (d = 1)∫

R fX|D

(
x|d̃
)
fD (d) dd̃

=

1
σ1
ϕ
(
x−µ1

σ1

)
p

1
σ1
ϕ
(
x−µ1

σ1

)
p+ 1

σ0
ϕ
(
x−µ0

σ0

)
(1− p)
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迭代期望公式

• 条件期望可以很方便的扩充到多个X的情形，比
如E (Y |X1, X2)可以定义为：

E (Y |X1, X2) = h0 (X1, X2) = arg min
h∈L 2

{
E
[
(Y − h (X1, X2))

2
]}

• 条件期望有如下性质（迭代期望公式，law of iterated
expectation）：

E [E (Y |X1, X2) |X1] = E (Y |X1)

即如果我们对随机变量Y，先在大的空间上投影，再在这个
大的空间上的一个小的子空间上进行投影，与直接在这个小
的空间上进行投影是相等的。
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迭代期望公式

Y

X1

X2

E(Y |X1)

E(Y |X1, X2)
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条件期望
条件期望与σ−代数
在四面骰子的例子中，随机变量Z可能取值为：{1, 2, 3, 4} ，因
而：

σ ⟨Z⟩ = σ
〈
Z−1 (A) : A ∈ B

〉
=

σ < {(1, 1) , (2, 1) , (3, 1) , (4, 1) , (1, 2) , (1, 3) , (1, 4)} ,
{(2, 2) , (2, 3) , (2, 4) , (3, 2) , (4, 2)} ,
{(3, 3) , (3, 4) , (4, 3)} , {(4, 4)} >

例如，如果我们只知道Z = 3，我们知道实际发生的情况应该
是{(3, 3) , (3, 4) , (4, 3)}中的某一种。因而如果给定Z = 3，我们
把之前的16种情况降低到了3种情况。如果我们对Y，即两个骰
子的和感兴趣，如果我们没有任何信息，那么我们对Y的最优预
测应该是E (Y ) = 5。而如果我们观察到了Z = 3，那么此时最优
预测应该为E (Y |Z = 3) = 6+7+7

3 = 20
3 。
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条件期望
条件期望与σ−代数

• 在上例中，Z总共有4种可能的取值，在每种Z的可能取值的
情况下，都可以把16种情况降低为更少的情况，因而增大了
信息量。

• 而如果我们使用随机变量Y，Y共有7种可能的取值，给
定Y也会增大我们的信息量。

• 而如果给定(Z, Y )两个随机变量，可以更加细分为10种情
况，我们可以得到

σ ⟨Z⟩ ⊂ σ ⟨Z, Y ⟩ , σ ⟨Y ⟩ ⊂ σ ⟨Z, Y ⟩

即两个随机变量提供了比单独一个随机变量更多的信息。
• 例如，如果我们不仅仅观察到Z = 3，还观察到Y = 7，那么

我们此时知道，实际发生的情况应该是{(3, 4) , (4, 3)}两种情
况下的一种，比只观察到Z时更加准确。
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条件期望定义

因而我们通常把条件期望的概念推广到σ−代数上。对于概率空
间(Ω,F ,P)，我们可以对F的一个子σ−代数G ⊂ F定义条件
期望如下：

条件期望
对于概率空间(Ω,F ,P)，I ⊂ F为一个σ−代数，对于随机变
量Y满足：E (|Y |) < ∞，如果对于任意的A ∈ I，随机变量H满
足：

E (Y · 1A) = E (H · 1A)

那么我们称H为给定I随机变量Y的条件期望，记为E (Y |I)。
令B ∈ F，定义P (B|I) = E (1B|I)为条件概率。
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迭代期望公式

• 注意以上定义的E (Y |X) = E (Y |σ ⟨X⟩)。
• 特别的，令I = {∅,Ω}，E (Y | {∅,Ω}) = E (Y )，即信息量最

小的条件期望即为期望本身。
• 而以上的迭代期望公式也可以相应推广，即如

果I1 ⊂ I2 ⊂ F，那么：

E (Y |I1) = E {[E (Y |I2)] |I1}

即先在大的信息集上做投影，再将其投影到小的信息集上，
等价于直接投影在小的信息集上。
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指数分布族

• 在上一节中，我们学习了单参数指数分布族，即如果一个密
度函数可以写为：

f (x|θ) = h (x) · exp {η (θ) · T (x)−B (θ)}

的形式，那么我们称符合该密度函数的所有分布为指数分布
族。

• 在这里我们对单参数指数分布族做进一步扩展，即多参数指
数分布族：
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指数分布族

多参数指数分布族
对于一个参数族{Pθ, θ ∈ Θ}，如果其概率密度（质量）函数可以
写成如下形式：

f (x|θ) = h (x) · exp

{
k∑

i=1

[ηi (θ) · Ti (x)]−B (θ)

}

那么我们称{Pθ, θ ∈ Θ}为指数分布族（Exponential family）。

注意其中θ可以为向量，θ = (θ1, ..., θk)
′，即可以不止依赖于一个

参数。
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指数分布族
多参数指数分布族
正态分布的密度函数：

f (x|µ, σ) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

其密度函数可以写为：

f (x|µ, σ) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 =
1√
2π

· exp

{
−(x− µ)2

2σ2
− ln (σ)

}

=
1√
2π

· exp
{
−x2 − 2µx+ µ2

2σ2
− ln (σ)

}
=

1√
2π

· exp
{
− 1

2σ2
x2 +

µ

σ2
x− µ2

2σ2
− ln (σ)

}
因而也是指数分布族。 司继春 多元随机变量
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指数分布族
与单参数指数分布族类似，我们也会将多参数指数分布族改写为
规范形式：

多参数指数分布族的规范形式
对于指数分布族

f (x|θ) = h (x) · exp

{
k∑

i=1

[ηi (θ) · Ti (x)]−B (θ)

}

我们令k维向量λ = η (θ)，那么指数分布族可以写为：

f (x|θ) = h (x) · exp

{
k∑

i=1

[λi · Ti (x)]− C (λ)

}

我们称以上形式为规范形式。
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指数分布族

多参数指数分布族
在正态分布的例子中：

f (x|µ, σ) = 1√
2π

· exp
{
− 1

2σ2
x2 +

µ

σ2
x− µ2

2σ2
− ln (σ)

}
令λ1 = − 1

2σ2 , λ2 =
µ
σ2，则µ = − λ2

2λ1
, σ2 = − 1

2λ1
，

而C (λ) = − λ2
2

4λ1
− ln(−2λ1)

2 ，如此我们写出了正态分布密度函数
的规范形式。
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作业

• 3.2，3.3，3.5，3.8，3.11
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